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Exercice 1 (5.5 points)

Dans la figure 1 de I'annexe jointe, CEA et CDB sont deux triangles rectangles et isocéles

en C de sens direct et ABC est un triangle rectangle en A tel que (ﬁ)z%[zﬂ

1. Soit R la rotation de centre C et d'angle - %

a) Déterminer R(A) et R(B).

b) En déduire que AB=ED et que les droites(AB) et (ED) sont perpendiculaires .

. Soit f I'antidéplacement tel que f(A)=E et f(B)=D.

a) Montrer que f est une symetrie glissante.

b) Montrer que f=Sgp oR.

c) Soit F le symétrique de C par rapport au point E et O le milieu du segment [BD].

Montrer que f(C) =

F . En déduire 'axe de f.

d) Montrer que les points E, A et O sont alignés.

Soit g la similitude directe de centre O et telle que g(C)=E.

On désigne par ¢ le cercle de diamétre [BC].

3. a) Veérifier que O appartient au cercle ¢ .

b) En déduire qu’'une mesure de l'angle de g est %

4. La droite (EC) recoupe le cercle £ en un point G.

a) Montrer que le triangle OGE est rectangle et isocéle . En déduire que g(B)=G.

b) Montrer que le quadrilatére ABGC est un rectangle.
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¢) En déduire que le rapport de g est

1+43
5
5. La droite (AB) coupe la droite (OC) en un point H et la droite (AG) recoupe le cercle de
diamétre [EG] en un point K. Montrer que g(H)=A puis que g(A)=K.
Exercice 2 (4 points)

Soit mun nombre complexe non nul.
1. On considére dans C I'équation (E,): mz?-(1+m?) z +m=0.

Développer (m? —1)? puis résoudre dans C I'équation (E,,).
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O,G,;) i

On donne les points A ,M et M'd'affixes respectives i , m et % et on désigne par ¢ le

cercle de centre A et de rayon V2.

2. a) Verifier que (GO_M') = _(a,éﬁ)[zn].
b) Montrer que pour tout ze C, |z-i|?=2 sietseulementsi zz+iz-iz-1=0.
c) En déduire que M'e ¢ sietseulementsi Me ¢.

d) Dans la figure 2 de 'annexe jointe, on a placé un point M sur £ . Construire le point M'.

3. Dans cette question, on suppose que M est un point de £ qui n’appartient pas aux axes du
repére. On pose m=a+ib ol a et bsont deux réels.

On designe par Ty et T, les tangentes & { respectivementen M et M'.

T\ coupe lI'axe des abscisses en un point E d’affixe x, ol x est un réel.

a) Montrer que a +b% =1+2b.

FEM) 1+b - b-1
b)Montrerquea( ) _1+b ax+ia+x( ).

aff(AM) 2 2
1
¢) En déduire que x = —j—E .
a
a b

d) Vérifier que l: — i .
m 1+2b 1+2b

€) Montrer alors que les droites T, , (O,G) et Ty, sont concourantes en E.
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Exercice 3 (4 points)
On considere la suite U définie par U, =1 et pourtout n e N, U, =3 Un2 -1.

1. a) Montrer que pour tout entier naturel n, U,_,, = 27Un4 -1 8Un2 +2.
b) Montrer par récurrence que pourtout ne N, U,, =1(mod10).
c) En déduire que pourtout ne N, U, , =2 (mod10).
PourneN,onpose S, =U; +U;+...+U_ et P, =Uyx U, x...xU, .
.2. a) Montrer que pourtout ne N, S, =3n+1(mod10).

b) Vérifier que 7 est un inverse de 3 modulo 10.

c) Déduire que pourtout ne N, S, =0(mod10) si et seulement si n =3(mod10).

3. a) Montrer que pourtout ne N, P, =2"(mod10).

b) Montrer que pour tout ge N , 299 = ¢ (mod5) puis déterminer ,suivant les valeurs de n,
les restes modulo 5 de 2".

c) En déduire que pourtout ne N, P,, =2 (mod10) sietseulementsi n=1(mod4).

4. On considére dans Z x Z I'équation (E) : 2x —~ 5y =1.
a) Vérifier que (3,1) est une solution de (E).
b) Résoudre dans Z x Z I'équation (E).

S, =0 (mod10)

5. Déterminer le plus petit entier naturel pair m tel que {Pm = 2 (mod10)

Exercice 4 (6.5 points)

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = v1+e* . On désigne par I' la courbe

représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé (OTJ’) :

1.a) Calculer lim__ f(x). Interpréter graphiquement le résultat.

f(x
b) Calculer  lim _ f(x) et lim —(—) Interpréter graphiquement le résultat.
X

2. a) Dresser le tableau de variation de f.

b)Tracer, sur votre copie, la courbe T .
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In(x%-1)
g(t) dt ou g(t):,/n(f'(t))2 teR.

Dans la suite on pose, pour x € |1+x[ , F(x) = I
0

2 t
3. Vérifier que pour tout t e R, g(t) = - b :
2V1+¢e!
2
1 1 1
4. a) Vérifier que pour tout x >1 <18, 1+ —-—
% = x-1 x+1
1 1
b) Montrer que F est dérivable sur |1,+w[ et que pourtout x > 1, F'(x) =1+ 1
-1 x+

-1
c) Calculer F(\/—) Déduire que pour tout x >1, F(x)=x+ In( ) \/E (
X +1

x/_1j
\/_+1.

In3
d) Déterminer alors la valeur de l'intégrale L = j g(t) dt.

0
t

e
2V1+e! .

f) Calculer 'aire de la partie du plan limitée par la courbe T, I'axe des abscisses et les

e) Verifier que pour tout te R, f(t) = g(t) +

droites d’équations respectives x =0 et x =In3.

n
5. Pour tout entier n > 1, on pose L, _In3 E g(xx)  avec x, =5In3.
n n

e2t

4(1+elyJ1+et

a) Montrer que pour tout te R, g'(t) =

In3 Xt In3
b) En déduire que pour tout K {O,‘I,...,n— 1}, — g(xk) g(t) dt-x — g, ).
n

Xk

c¢) Montrer alors que — Zg (xg) < ] s L Z 9(Xy41) -
k=0

53 _ ., _3In3
n " 2J2n°

d) Calculer g(0) , g(In3) et montrer que L =

e) En déduire que |im L, =L.
N—+o
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