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Préface

Ce manuel de Mathématiques s’adresse aux éléves des classes de 3°™ année secondaire
section Sport.

I1 s’appuie sur une approche constructiviste de I’apprentissage et il est concu suivant une
progression spiralée de sorte que I’éléve puisse, d’une part construire progressivement ses
connaissances, et d’autre part, développer ses compétences.

@h ément au programme en vigueur de mathématiques pour la 3°™ année secondaire,
10 rt, nous avons tenu a accorder une place importante a I’interprétation graphique, a

la résolutien des problémes et a 1’étude de situations issues du domaine sportif et de

l’envir@n t des éleves.

Nous avons oix d’aborder les différents points du programme de maniére intuitive,

loin de tout for&me mathématique.

Dans chaque chapitr ivités sont orientées vers la résolution de problémes et elles sont
fondées le plus souvent KR éngarches empiriques tout en privilégiant I’intuition de
I’apprenant. Dans le but d’1 aliser les résultats établis, ces activités seront suivies de
bilans intermédiaires suite auxquels meus renvoyons I’éléve a une panoplie d’exercices
d’appropriation et de réinvestissen&l

Les activités précédées par I’icone, ‘g‘so sSociées a des fichiers numériques que nous
o

avons pris soin de rassembler sur un CD- Ylrsagit de classeurs tableur ou de

fichiers de traceur de courbes ou encore de fi ¢ométrie dynamique que I’enseignant

pourra exploiter particulierement en vidéo project

i i iqu uto évalu  qu 21é i
La correction des items des rubriques « S’auto évaluer » des éléments de correction
pour certains exercices d’entrainement sont proposées a la fi manuel.

\Y
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Carte du manuel

Chaque chapitre comporte les rubriques suivantes :

Pour démarrer

On propose a I’éléve des activités
simples qui lui permettent de faire le
int sur les connaissances acquises
et jugées indispensables pour accéder
ouveaux apprentissages.

Y

Le bilan
r{ Dans cette rubrique, on rassemble
Exercices corrige I’essentiel des résultats établis au cours
A travers des exercices et du chapitre.

des solutions détaillées, on
¢éleves a découvrir d’autres pr
de faire le point

Mobiliser ses compétences

Cette rubrique est consacrée a la
résolution de problémes intégratifs, dans
des situations significatives et en rapport
avec I’environnement de 1’apprenant.
Ces situations sont accompagnées de
stratégies de résolution.

Exercices d’entraine

On regroupe dans cette rubrique
nombreux exercices d’appro

de réinvestissement et
d’entrainement. Pour certains d’en
eux, des éléments de correction sont
proposés a la fin du manuel.
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Activité 1
On donne ci-dessous les représentations graphiques des fonctions

1 1
fiix = 2x0 fixs ==X f i S f i x e ——
1 2 3 4
2 X 2x

i chacune de ces fonctions a sa courbe représentative.
3
| .

Activité 2
On donne ci-contre les représentations graphiques des

fonctions f:x— x> etgixi—s—.
X

Par lecture graphique, déterminer :

D f(-1);2(2) etg[%j .

2) Le nombre de solutions de chacune des équations :
a) f (x) =0.
b) f (x) =2.
o) f(x)=g(x)




' LE COURS

) Ensemble de définition

Activité 1
dispose d’une feuille cartonnée de 30 cm de 30
eur e¢ de 15 cm de largeur. Pour

ucn une boite sans couvercle par pliage,
on epleve dans chaque coin de la feuille un

carré =@ X. 8
On désigtic @/(x) le volume de la boite ainsi
obtenue.

1) A quel mble D doit appartenir x
pour pouvoir, iduer la boite ?
2) Vérifier que xeD,ona

V(x)=4x" —90%} .

Activité 2
Déterminer [’ensemble de déﬁnitl@ chacune
des fonctions suivantes : /\

B - _x_z LS
Si(x)=2x-3 fz(x)——<x+1 9

— 2 _ — _2
f(x)=x"=3x+1 S =1+—= @,

-
Retenons : @
Soient les réels a,b,c et d. 0

e L’ensemble de définition des fonctions de type : x — ax’ cx+d estR.

e Dans le cas ou ¢ #0 et ad —bc #0, I’ensemble de définition d@ctions de

type : x — CEalaD estR\{—i} . < .
cx+d @

28



< 7" LE COURS

Activité 3
Le plan est muni d’un repere

1
et 7 sa représentation ==
x+2 P (0,1,1 ) :

2x—

Soit la fonction f:x—

Un point M de coordonnées (x,y)

ique dans un repere | O, i, ) o
q p ( J appartient a la courbe
squels parmi les points suivants représentative de f si et seulement
si x appartient a I’ensemble de

so t des points de 6"7 oo
définition D de f'et y=f(x).

j etD(L1). |
2) Exph urquoi le point £(—2,1) n’appartient pas a ¢7

Activité 4 ?
Déterminer graphique semble de définition de chacune des fonctions fet g, sachant

qu’ils sont tous contenus d /)(/trvalle [-3,3].

Cy représentation graphique de 0 C, représentation graphique de g

P o T

\ /;\f -3 2 . L },4 2 3

ENEREE '
&,

Activité 5 O

2

Soit la fonction f :x+2x”—7x+3 et C sa courbe représentative dans le plan muni#@’fin

\

repere (O,i,j).
1) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de C avec 1’axe (O,i ) .

2) Déterminer les coordonnées du point d’intersection de C avec I’axe (O, J ) .



Activité 6

1) Représenter dans le méme repere orthonormé Si ¢ désigne la courbe

(O, i,j ) les courbes des fonctions fet g représentative d’une fonction f

dans un repére (07 }) , on dit

s 1, 2
@ definies par : f(x) = Ex et g(x)= X que ¢ a pour équation y = f{x).
)

¢terminer graphiquement le nombre de points
@rsecﬁon de ces deux courbes.

¢duire que I’équation x° =4 admet une solution
unique dént on donnera graphiquement une valeur approchée au dixiéme pres.

. ) 2
3) Dresserileftableau de signe de I’expression Exz——.
X

[T) Sens de vargﬁ\et extremum

L 4

Activité 1 /
La courbe ci-contre représente ( sses d’un
sprinter lors d’une course de 100&1 fonction
des distances parcourues en metres. -
1. Déterminer graphiquement : @
a) la phase d’accélération du sprinter. @
b) la phase de décélération.
2. Quelles distances a parcouru le sprinter

lorsque sa vitesse a atteint :
a)20 Km.h-! ?

Vitesses(Km X h™')

Distances(metres)

b) 35 Km.h-! ?
¢) son maximum.

Activité 2 c9
On donne ci-contre la courbe représentative de la fonction f Q

définie sur [-3,+od[ par f(x)= %xz -2.

4
1) Déterminer graphiquement ’intervalle I sur lequel fest s O
décroissante et I’intervalle J sur lequel f est croissante.

b) Comparer f{-3) et f{-2) puis f(—1,5) et f(—\/E)

c¢) Comparer f{0) et (1) puis f(2) et f(3).. + _‘\10 s

10



7 |E COURS

2) a) Soient a et b deux réels distincts de I’intervalle I tels que a < b. Justifier que
f(a)> f(b)
b) Montrer que si a et b sont deux réels distincts de I’intervalle J tels que a < b alors

fa@)< f(b)

@% ition :
Soi1t f wme fonction définie sur un intervalle 1.

o Ooissante sur I si pour tous réels a et b de [ tels que a<bonaf(a)< f(b).
o foest dé‘&sante sur I si pour tous réels a et b de I tels que a<b onaf(a)> f(b).
o foest constante;w our tous réels aet bdeTona f(a)= f(b).
< ” .
Activité 3 /

1) Etudier le sens de variation a(e ch e des fonctions

- .

suivantes sur |-o0,0] et sur [0, 400 Etudier le sens de
variation d’une fonction f

a)f (x ) =3x b)f (x ) =-2x revient a déterminer les

intervalles sur lesquels f

est soit croissante,
suivantes sur |-o0,0[ et sur ]0,+oo[

a)f(x)z% b)f(x):—i %
Activité 4

On donne ci-dessous la courbe représentant les variations de la glycé@’ n athléte au cours
d’une journée. Une séance d’entrainement est effectuée 1’aprés-midi.

AT

SSS—di— /9

décroissante ou constante.

2) Etudier le sens de variation de chacune de %bns
-

=
I

=
N

Glycémie en g/L
[EnY

0,8 v
0,6
0,4
0,2
0 Tempsenh
0 5 10 15 20 25 30

11



¥ LE COURS

1) Indiquer comment varie la glycémie au cours
d’une activité sportive.
2) Donner les valeurs minimales de la glycémie au

Un extremum est, soit un
minimum, soit un

: ) . maximum.
cours de cette journée et préciser en quels moments,

elles ont ét¢ enregistrées
onner les valeurs maximales de la glycémie au cours de cette journée et préciser
uels moments, elles ont été enregistrées.

Soit f un& n définie sur un intervalle D et xo un élément de D.
. e (x0) est un maximum local en xy s’il existe un intervalle ouvert I
inclus da ontenant xo et tel que pour tout x de lona f(x)< f(x,).
e On dit que /' /‘

Obun minimum local en x, s’il existe un intervalle ouvert I
*
inclus dans D et

%xo et tel que pour tout x de Lona f(x)= f(x,).
-

On donne ci-contre la représentation grap ¢ d’une

Activité 5

fonction f* dans un repere orthonormé O i,j

~

G/L

|
|
L.
|
|

A Quand on parle

maximum ou de
minimum, il faut préciser

su@jntervalle.

C
2

|ﬂ---f-r-r-
R —— __.|.__|.__|___

1) Quel est I’ensemble de définition I de cette fonction f?
2) Donner le signe de f{x) selon les valeurs de x.
3) Quels sont les extremums de f'sur [ ? En quelles valeurs sont-ils atteints ?

12



~ LE COURS

[1I) Fonctions paires - Fonctions impaires

Activité 1
onsidére la fonction f:x s 2x". Soit f'une fonction définie sur un
. S ensemble D.
erlﬁer que f* est définie sur R . fest paire signifie que pour tout
stiﬁer que pour tout x € R, f(—x)= f(x). x €D, (%) € Det fl-x) =Ax).
2) fonction g:x— .
x'—4

a) Justi“&ue I’ensemble de définition D de g est R\ {2, —2} )

b) Montrer q&i tout x € D, alors (—x) eD

¢) Comparer alors @) et g(x) pour tout xe D.

Activité 2 /
Montrer que chacune des fonction&ames est paire.

fixe x| gix—x +1 71 x»—>1+— k:xr—>1—L2

Activité 3 0
Soit la fonction f:x+—3x. @/\

On désigne par Dy son ensemble de définition.
) P D “*un ensemble D.
) a) Préciser Dy. @ est impaire signifie que

b) Justifier que pour tout tout x€ D, tout x €D, (x)eDet

Soit f'une fonction définie sur

2) Soit g la fonction définie par g (x)=—. 'xéx
X O

a) Vérifier que g est définiesur R,

b) Justifier que pour tout x € R, (—x) eR’ et g(—x) = —g(x). < ,

Activité 4
Justifier que chacune des fonctions suivantes est impaire. A
2 1
fix—— gix2x +x h:x— x+—
X X

13



<7~ | E COURS

Activité 5 [ \

A Etudier la

parité d’une

Etudier la parité de chacune des fonctions suivantes :

fix—=2x"+3 gix— X +x" —x+l hix—2x+1 fonction revient a

5 3 _ 3 décider si elle est
@u:x'_)x +X Vix—2x—x w.x»—>;—3x paire ou impaire ou

ni paire ni impaire

ité 6 \ j

1
Smt CQ@% représentative de la fonction f:x+— — 5 x* dans un repére orthonormé

Ol]

1) Soit le point @‘ On note 4’ le symétrique de A4 par rapport a (O}) .
a) Justifier que A4' O)

b) Vérifier que 4 e ( il de méme pour le point A’ ?

2) Soit M un point de (C ) & absc1s®4 le symétrique de M par rapport a (0, ;) :
a) Montrer que M'e (C') :

b) Que représente 1’axe (0}) pourlac

Activité 7 4
‘
) . 2

Soit la fonction g :x+— —
X K ? )
On désigne par 7 sa courbe représentative dans le repere O i, ] [. Soitsq un réel non nul et M

le point de »# d’abscisse a et M’ le symétrique de M par rapport a O.
1) Justifier que M’ a pour coordonnées (—a,—g(a))

2) Montrer que M’ est un point de o# < )
Retenons : A

Soit (C ) la courbe représentative d’une fonction f/ dans un repére orthogonal (O, i,j ) .
1) fest paire si et seulement si (C ) est symétrique par rapport a (O;) .

2) f'est impaire si et seulement si (C ) est symétrique par rapport a O.

14



- EXERCICE RESOLU

Enoncé

[

On considére la fonction f:x+> ———

x| +1°
a) Déterminer I’ensemble de définition D, de f.

@}Montrer que fest paire.

3)

4)

Corrigé

1)

2)

3)

4)

Montrer que f(x)zl—L six>0 etf(x):l+LsixSO.
I+x x—1

Qﬁ) deux réel positifs tels quea < b .
1 1
a) @ue - >

a+l b+1’
b) En déduire est croissante sur[O, +oo[ .
¢) Montrer que ﬁécroissan‘ce sur]—OO, O] .
Que représente f'(( a fonction f?

a) Pour tout x e ]R,1+|x| @onc D;=R.
‘
b) Pour tout xeR , (—x)eR eff@:

P _

= _

= f(x) .Donc f'est paire.

—x|+1_|x|+1

Pour toutx >0, f(x) =

|x|+l_x+1

—X

Pour tout x <0,

x| =—x donc f(x)=

—x+1: - @ 1—x x—1
a) si ae[0,+00[ etbe[0,+00[et a<b alors 1<a+1% 'ou LSL
b+1 a+l

1 1

b) Soit a et b deux réel positifs tel quea <b. b <——al < b ,donc

+1 a+l ;H b+1
1 —Lgl—L. Ainsi f(a) < f(b) et par suite fest croissante r[O,
a+1 b+1

c)Sia<b<0Oalorsa—1<b-1<-1donc %S% alors 1+bLS1
— a_ f—

Donc f(b) < f(a) et par conséquent fest décroissante sur]—OO, O] )
fest décroissante sur]—OO, 0] ,donc f(0)< f(x) pourx <0
fest croissante sur[O, +OO[ ,donc £(0) < f(x) pour 0 < x .

D’ou f(0)est un minimum sur R.

15



LE BILAN

e Soient a,b,c etd quatre réels.

v' L’ensemble de définition des fonctions de type : x +— ax’ +bx* +cx +d

NG

O\/ Si c#0etad—bc+#0,’ensemble de définition des fonctions de type :

OH ax+b est R\{—i} .
cx+d c
o Soit&e fonction définie sur un intervalle 1.
v’ fest @ ante sur I si pour tous réels a et b de I tels que a<bhona
1@ 2@y
v f est décroi @r I si pour tous réels a et b de I tels que a<b ona
fla)= f(b).
v’ f est constante sur @our tousréelsactbdelona f(a)=f(b).

e Soit f'une fonction définie suﬁntqvalle D et xo un élément de D.
v" On dit que 1 (xo) est un um local en x s’il existe un intervalle
ouvert I inclus dans D et ¢ t xo tel que pour tout x de I on a

S@<f(x). Q
v" On dit que f (x¢) est un minimum om Xo s’il existe un intervalle

ouvert | inclus dans D et contenant x wpour tout x de [ on a
J)2 f(%).

e Soit fune fonction définie sur un ensemble D.

v feest paire signifie que pour tout x € D, (-x) € D et

v’ fest impaire signifie que pour tout x € D, (-x) € D et f(- f(x)
e Soit (C ) la courbe représentative d’une fonction f dans un rep

orthogonal (O, i,j ) . Q

v’ f'est paire si et seulement si (C ) est symétrique par rapport a (0, Jj ) .

v’ fest impaire si et seulement si (C ) est symétrique par rapport a O.

16



Situation 1
Dans la catégorie du lancement du poids, la hauteur y de
la boule au sol, exprimée en metres, est gérée en

ion de sa portée x en métres, par ’expression :
y= ——x +x+1.7

ee portee de la boule lorsqu’elle heurte le sol ?

Sltuatlon 2 : 0

3
On considére la fonctionff : x— x.

Etudier le sens de Variat% fo’nction fsur R.

Stratégie de résolution /

Justifier que pour tous réels a et b,

a:
a)a3—b3=(a—b)(a2+ab+b2). /‘G‘

2
b) a2+ab+b2=(a+éj Sy &
2 4 @

Situation 3

‘

On considére la fonction f définie par f(x)= 7
+

Etudier le sens de variation de la fonction f'sur chacun des interﬁs&; —2[ et ]—2; +oo[ .

&

e Justifier que pour tous réels a et b de ]—00; —2[ oude ]—2; +oo[ on O

a f(a)- f(b)= a‘f’“#”)

Stratégie de résolution

(a+2)(b+2)
e Etudier le signe de (a+2)(b+2) sur chacun des intervalles ]—OO; —2[ et ]—2;+oo A

17



S'AUTO-EVALUER

Pour chacune des questions suivantes, trois réponses sont proposées parmi lesquelles une
seule est correcte. Indiquer la lettre qui lui correspond.

A | B | ¢

Le.M 27 est sur
fiix =247 | fix—= 20" =Tx+13 | fiix—xT+7x-2

la cour ésentative

de la fon @

Le point 4 3

est sur la courbe &

d’équation P 9 -12 33
.

y=x"—Tx+3. @

Son ordonnée est : /@

Le point d’ordonnée -2

de la courbe d’équation {‘@¢ 3 .

y=x"+3x—6 a pour

abscisse

/‘
Vrai-Faux L Q.

Indiquer si les propositions suivantes sont vraies ou fausses o@ne peut pas décider.

Soit une fonction f'définie sur [—4; 4]. On admet que f'est décroissan‘%—l] et sur
[2;4] et croissante sur [—1;2]
L f(3)>/(=2). < : l
2. f(DL£(0).
3 SO>S /)
4. f(2) estun maximum sur ]1; 3[ .

5. f(=1) est un maximum sur ]—2; O[ .

18



EXERCICES D'ENTRAINEMENT

1 5

Soit les réels a, b et ¢. On considére la fonction Soit la fonction f : x 2x-3 . On désigne par C sa

x+1

fix ax’ +bx+c.On désigne par Zsa courbe

\
‘,

. . . s courbe représentative dans un repére (O; }) .
entative dans le plan muni du repére (O,i, j) .

1) Déterminer les coordonnées du point d’intersection

inigr les réels a, b et ¢ lorsque les points de C avec I’axe des ordonnées ? avec I’axe des
A(0;1 et C -1 0 appartlennent aZ abscisses ?
o 2) Existe-t-il des points de C dont I’ordonnée est
Hﬂ égaled 12
ns R I’inéquation El
2x +4 La représentation graphique ci-dessous est celle d’une
On donn@zssous les représentations fonction f définie [—3,'3] )
graphlques des fonctiens f et g définies par :

f(x)=2x" +4x— 3etg 2 4

) lecture graphique, compléter :
Interpréter graphiquement le résultat obtenu en 1). Sl 2 <x<0 alors f( ) <

S1—1<x<1alorsf( )

Soit la fonction f:x+ 2x* —x—6.

1) a) Justifier que pour tout x € R,

f(x)=(2x+3)(x-2). d s 0] alors f(x)e
b) En déduire la résolution de I’équation f{x) = 0. e) Sil ,5 alors - <x <.
2) On désigne par ¢7 la courbe représentative de f° ﬁl

dans un repere orthonormé (0’1’] ) Soit ' une fonction définjemsur )’ intervalle [—3;4] et

a) Déterminer les coordonnées du point 4 , vérifiant :

1nter§ectlop de ¢7 avec I’axe des or.donnees. . o fest décroissante s ;2] ’

b) Déterminer 1’ensemble des abscisses des points .

de ¢7situés en dessous de 1’axe des abscisses. e [ estcroissante sur [-3;—1] gf'sur [24]
. f(3)=-12et/(4)=9
Soit la fonction f :x 2 ) e f admet un maximum local en -1"¢gal 3

x—1 un minimum local en 2 égal a - 2.

(6
1) Justifier que fest définie sur ]—oo 1[U]1; +oo[ 1) Tracer une courbe susceptible de représenterf.

2) Calculer les images par f* de chacun des 2)  Peut-on comparer :

réels : a) f(—2,5) th(—l,S)?
a) 4 b)% o) 1+4/2, b) f(1) etf(ﬁ)?

3) a) Le nombre 0 admet-il un antécédent par /2 3) Peut-on déterminer le signe de chacun des réels :

b) Le nombre 2 admet-il un antécédent par f'? £(0) etf(1)?

19



EXERCICES D'ENTRAINEMENT

8|
Soit la fonction f: x — 31x—2 .
- X
1) Préciser I’ensemble de définition de f.
2) Justifier que f'est croissante sur chacun des

intervalles |—oo;1[ et JI;+oo] .

lan est muni du repere (0? ;) .

Etudier algébriquement la position relative de
be representatlve ¢ de fet la droite

) 0

Etudier la parité d une des fonctions suivantes :
a) f:x—3x

b) g:x+—x +3x O
c) h:ix— 2x -1 O
d) kixo——p //(
x+1 x-1
10|
Aprés avoir déterminer leurs ensembles de deﬁ%

étudier la parité de chacune des fonctions suivafites

a)f:xn—wc-i-l
x

c)h:x'—wc—l d)k:x»—>x2+l
x x

Soit /" une fonction définie sur R
1)  Montrer que si une fonction f est paire et

croissante sur [0;+o0| alors elle est

décroissante sur |—o0;0].
2)  Montrer que si une fonction [ est impaire et

croissante sur [0; +oo[ alors elle est

décroissante sur |—o0;0].

Soit f'et g deux fonctions définies sur R
1) Etudier la parité de f'xg sif etg sont deux
fonctions paires.
2) Etudier la parité de f'xg sif estune
fonction paire et g est impaire.

1]

On donne ci-dessous la représentation graphique d’une
fonction définie sur l'intervalle [-5 ; 4].

Utiliser les informations de ce dessin pour répondre aux
questions suivantes :
1) Quelle est I'image de — 4 par f?

2) Quels sont les antécédents de 0 par f?
3) Résoudre graphiquement I'équation f{x) = 2.
4) Combien I'équation f{x)= 1 admet-elle de solutions

dans [-5;4]°?
5) Pour quelle valeur de x cette fonction admet-elle un
maximum sur [-5 ; 4] ?

6) Résoudre graphiquement I’inéquation f{x)>2 ?
7) Quel est le minimum de f'sur [-5 ; 4] ?
«8) Dresser le tableau de signe de f.

Ck
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EXERCICES D'ENTRAINEMENT

Compléter les courbes suivantes pour qu’elles représentent
selon le cas une fonction paire ou impaire.

fest impaire

On considére la fonction x 2 _8x+6
1) a) Vérifier que pour tout x@

f(0=2((x-2

b) En déduire que f admet un min 2 egal a-2.
2) a) Montrer que pour tout a et b réels,

f(a)=f(b)=2(a=b)a+b-4) -

b) En déduire que f'est décroissante sur ]—oo, @

croissante sur [2;+o0] . &!
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MATHS & SPORT

Entre le record de Francis Chichester en 7
mois et demi sur un bateau de 16 métres et
celui de Franck Cammas de mars 2010 en 48
7 heures sur un 32 metres, la progression
rds du Tour du Monde a la voile est
. On a ¢établi une relation linéaire

du bateau et sa vitesse.

stupé
entr€ la athe

Record du Tour du Monde a la Voile

Sten

&

Vitesse moyenne (Noeuds)

Taille du bateau (m)

L’étude des records a amené les mathé at'@?é ¢tablir un modéle permettant de

déterminer leur évolution dans le temps.

La fonction est en quelques sortes un recollem

Ci-dessous, on donne la modélisation de I’évoluti
libre masculin, utilisé sur deux périodes dont la secon

nctions dutype f — e “+b .

ﬁcords du monde du 50 métres nage
e e a 'utilisation des

. . . , o b
combinaisons intégrales lors des compétitions
24
L)
oo
235
Tom Jager
23 4 Matt Riondi
22733 & 22734 - 1987
@ ° maillot de bain Alexander Popov
~ s * ¥ 21764 - 16.06.2000
8—4 oo maillot
E ° / Eamon Sullivan
D 2 21756 - 17.02.2008
= . / combinaison de 2¢me génération
Alain Bernard
21,5 : 21750 - 23.03.08
L]
. Fred Bousquet
21 - 20794 - 23.03.09

1970

1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 .NLO\

combinaison de

3éme génération
Cesar Cielo
20791 - 18.12.09
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Chapitre 2

Continuité et limites

I. Continuitc d’une
fonction.
II. Limite finie d’une
fonction en un réel.

III. Limite en un réel
d’une fonction
continue.

IV. Limite a gauche, limite
a droite.




Pour démarrer

Activité 1

Préciser I’intervalle ouvert / de centre 1 et d’amplitude 1.

vité 2
. 2
oit laffonction f x> —— .

1
x —
1) 0@ niner I’ensemble de définition D de f.
2) Pregisergan intervalle ouvert J de centre -1 et inclus dans D.

Activité 3 Q
Préciser le centre et 1 Wde de chacun des intervalles ouverts suivants :
a) [-4:2] @}4;3] o) p-vZ:2+1]
Q,

24



7~ LE COURS

|) Continuité d’une fonction
Activité 1

donne ci-dessous les courbes représentatives de quatre fonctions £,g,4 et k.

o 7 2\
1
a4+

Courbe représentative
de k

& Courbe représentative

représentative'de’f  représentative de g de h

1) Retracer, en Wacune des courbes ci-haut dessinées.
ictiari

2) Quelles part ﬁsuggére-t-il le tracé des courbes représentatives de :
a) fet k. O/ . b) g et h.

Soit f* une fonction définie sur un integ¥al ert I. On dit que fest continue sur |
lorsque sa courbe représentative C dans cre du plan peut-étre tracée d’un trait
continu, c’est a dire « sans lever le crayon >&

Si la courbe C présente « un saut » en un poin cisse xy, on dira que f'est

discontinue en xo. /‘:
Q,

Les records du 100 m hommes enregistrés depuis les jeux
olympiques de Mexico en 1968 jusqu’au record mondial
détenu le 16 Aout 2009 par le jamaicain Usain Bolt a 9s
58 sont donnés dans le tableau suivant :

Courbe

Définition :

Activité 2

25

Dates 13/10/1968 | 3/6/ 1983 24/9/ 1988 14/6/ 1991

Records ' 9s 95 9s 93 9s 92 9s 90 A
Dates 25 /8/1991 6 /6/ 1994 27 /6/1996 16 /6/ 1999

Records  9s 86 9s 85 9s 84 9s 79

Dates 14 /6/2005 | 9 /9/2007 31/3/2008 16 /8/ 2008 16 /8/ 2009

Records = 9s 77 9s 74 9s 72 9s 69 9s 58



"7~ LE COURS

On désigne par 4 la fonction qui a tout réel 7 de I’intervalle ]1968 ;2010[associe le record
enregistré a cette date . On donne ci-dessous la représentation graphique de &

Temps €5

<

9,91
© £=
X —

-
<
—

— 2P : : : : : 1 1 - Dates
19 1976 1980 1984 1988 1992 1996 2000 2004 2008

1) a) Expliquer co ssgcie-t-on la date du 13 octobre 1968 au réel 7, = 1968,87.
b) Quel est 1’absci " ondant a la date du 16 Aout 2009, date du record de 9s

587
2) On désigne part7=19 abscisse correspondant a la date du 16 juin 1999.

Stermi ;1999,45| .
a) Déterminer 2 (¢) pour tout tﬂﬁ%& 999, 5[

b) Déterminer 4 (¢) pour tout f € %ZOOO[ )

¢) Que peut-on conclure quant a la continuité de la fonction £ ent7 ?
Exemples :

e Les fonctions affines sont continues sur IR . 4
e Les fonctions du type x > ax’ ot a e R* sont SSsur R .

e Les fonctions du type x < oil aeR* sont contmue@chacun des intervalles
X

Joo,0f et J0.+d]. Q
Activité 3 O
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son ensemble de définition et@a
courbe représentative.

_lxz si x<
1o 2 2
y 2x—1 si x<2 s 2x si x<1 s x st x<1 P 4 . 5
X s X ) , X ) , X — si —2<x<
! 5-x six>2" 72 L si x>1 } x six>1" 7* X
2x 2 1, )
Ex si x>2

En déduire les intervalles sur lesquels chacune de ces fonctions est continue.

26



~ LE COURS

II) Limite finie d’une fonction en un réel
Bl activite 1
ARG

est muni d’un repere orthonormé (0,?,}). On \i
dési@ar 7 la parabole d’équation y = x”. |
Soit M, oint de # distinct de O d’abscisse m. La
médiatrice@ ment [OM ] coupe I’axe (0,}) enun
point V.

1) Etude graphique
a) A l’aide du c, déplacer le point M sur la
parabole # et rematdquerle déplacement du point N.

b) Que peut-on conjec @
I’ordonnée du point N lors

indéfiniment du point O ? 0 e L

2) FEtude algébrique

sur’la valeur de

1+m’
a) Justifier que la médiatrice du segm M ] a pour équation : x+my — ( 3 ) =0
@ 1 +m’
b) Montrer alors que le point N a pour coo @
¢) En déduire que I’ordonnée de N s’approche de — le réel m s’approche de 0.
D\ Activité 2 0

3 2
-2
Soit la fonction f:x+— Al ) Q
3x—6 O
1) Justifier que fest définie sur R\ {2} )
2) a) A I’aide d’une calculatrice ou d’un tableur, compléter le tableau de V@ iyant :

X 1,8 1,9 1,95 1,995 | 1,9995 | 1,99995

19 /0
X 2.2 2,1 2,05 2,005 | 2,0005 | 2,00005

Jx)

b) Que peut-on conclure quant au comportement de f{(x) lorsque x s’approche de 2 ?

27



3 _2 2
3) a)Simplifier I’expression x3—x pour x #2.

b) Laquelle parmi les représentations graphiques suivantes est celle de f'?

Cs

On note dans ce

s:.li f(x)=§
f/‘ .

N
S Of=t o
4
N
w

Retenons Q
Si f{x) s’approche d’une va e(’fle { lorsque x s’approche d’un réel xo, on dit

que f{x) tend vers { quand x ten

X=X,

de f'en x¢ est égale a [. /‘®¢

définie sur un intervalle ouvert / par f{x) = c,

alors pour tout X, €/, lim f(x)=c
X*))CO

\

Ill) Limite en un réel d’une fonction continu

Activité 1
2
105 +00[ par f(x)==.
X

1) a) Tracer dans un repere orthonormé la courbe
représentative de f.

b) Etudier graphiquement la continuité de f'sur ]0; +oo[ . k J

28

0. Onnote lim f(x) =/ etonlit :la limite

@ une limite ¢ en x,, alors
& est unique

’ Q.
A . . b admet que si une fonction
Si f* est une fonction constante -
e i O

On consideére la fonction f'définie sur I’intervalle A %

Soit fu

fonction définie sur u A
intervalle ouvert /. On n

peut étudier la continuité
defenxoquesi x, e/




7 LE COURS

2) Etudions la limite de f'particuliérement en 1.

a) Déterminer 5 réels situés dans I’intervalle }1 ——;1{ et 5 autres réels situés dans

@ intervalle 11+ O{

eterrnlner les images de ces réels par f.
Oer alors hm f(x) etlacomparer a f(1).
Activité 2
Soit /' la fonct10n dé @’ ir ]—2;3[ par :
{ f(x) %‘ ixeZ

f(x)=1©~ ’t
On donne ci-contre sa courbe tative
¢ dans un repére (O,Z}) . S

1) Justifier graphiquement que f es&‘&m’uue - 5
J

e
O

v/

0]
©)
(o)

en tout entier relatif de ]—2;3[ .

o

'iu
N
w

a) Déterminer lim f(x).

2) Soit xp un entier relatif de ]—2;3[ ) 0@

b) Justifier que pour tout entier relatif ‘

xode |-2;3, lim f(x) # £ (x,).- & ol

Les activités 1 et 2 suggerent le résultat suivant :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert 7 et xo un réel d@:

Jfest continue en xo si et seulement si  lim /(x) = f(x;,)

S

Activité 3
Déterminer pour chacune des fonctions suivantes sa limite en xy. A
2

a) fixw—2x"=3; x,=1, b)f:xv—>—1; x, =2
x —
2x+1

¢) fixrx +3x" —x—1; x,=-1 d) fixrs 22 o X, =2
X+

29



LE COURS

IV) Limite a gauche, limite a droite
Activité 1
¢ graphique ci-dessous représente le cumul de points
@ s par I’équipe nationale de Basketball lors du
prefhicy quart-temps d’un match amical en fonction du
temp$ en minutes.

O, -

= N W A OO0 O N 00 ©

s t (en mn)

9 10

-
N
oL
w
ol
o
o)}
~

On désigne par f la fonction qui a tout instant ¢ de [0 ;lo&cie le nombre de points
marqués en faveur de I’équipe nationale jusqu’a cet instant 7. c?

1) a) Déterminer graphiquement f{¢) pour ¢ € ]3, 5 4[ .
b) En déduire que si 7 tend vers 4 tout en restant inférieur a 4, alor te rs 3.

2) a) Déterminer graphiquement f{¢) pourt € ]4; 4,5[ .
b) En déduire que si 7 tend vers 4 tout en restant supérieur a 4, alors f{¢) tend y€rs 5

Activité 2
. . e 3 5
Soit la fonction f'définie sur 5;2 ) 2;5 par :

{ f(x)=2x—-1 six<2

f(xX)=x"—x+1 six>2

30



=% LE COURS

1) Compléter le tableau de valeurs suivant :
X 1,8 1,9 1,95 2,05 2,10 2,2
fx)

2. Déterminer lim2x—1et limx* —x+1.
x—2 x—2

i%peu‘t étre notée par lin% f(x)ou lim f(x). Il s’agit de la limite de f'a gauche en 2.
X=>. x—27

X

x<2
1irr21xZ® :eut étre notée par lin% f(x)ou lim f(x) Ils’agit de la limite de f'a droite en 2.
= x> x—2t
Activité 30
Soit @ un réel de l’inte; e —2;2].

On considere la fonction f ear :
1-x* six<
{Xz -2six>a
Ouvrir le fichier cont-lim_3.ggb pour visdaliser
particulierement la représentation graphiq
comme l’illustre la figure ci-contre.

1) a) Déplacer le curseur a a la valeur a =].
b) Déterminer les expressions de f'sur

chacun des intervalles }%;1{ et }l;%[.

c¢) En déduire alors
lim f(x) et lim f(x).
x—1" x—1"

2) Soit ae[-2;2].

a) Déterminer en fonction de @, lim f(x) et lim f(x) O

b) Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles ona lim f(x) = lim f (@) ?

2
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=" LE COURS

Activité 4
Déterminer pour chacune des fonctions suivantes les limites a gauche et a droite en xo.
X +x—2 si x<-1 . 2x*-1 si x<1
s Xy =~ . =
2x* +5x+1 st x>-1 7" giXF13-2x sx =1
st x>1
X
x—1s1 x<0 x+1 .
h:ixe 1 ;x, =0 1—-x Sa<2
' si x>0 ' kx> X, =2
3-2x .
st x>2

0 3x-2
Retenons %
ni

Soit /" une fonction dé

@unjntervalle ouvert /et x, € /.
fest continue en xj si et seu %fi lim f(x)=lim f(x)=f(x,)
—xy x—xy"

\}
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= EXERCICE RESOLU

Enoncé

On consideére la fonction

X +x—6, six<-2

@ fixe ax+b, si -2<x<3
2x° =5x" +x—1, six>3

Détz a et b pour que fsoit continue sur R .

Corrib
On remarqu d que la fonction f'est continue sur chacun des intervalles
]—oo, —2[,]—2, 3&3, [ L’étude de la continuité de f'est réduite en -2 et en 3.
&%—4, xl_l)ll; f(x)= xl_l)ll; ax+b=-2a+b
Pour que f'soit continue en @ &et il suffit que —2a+b=—+4 (D).

D’autre part, on a lim f(x) = ki +b=3a+bh, lim f(x)=1lim2x’ -5x*+x-1=11
x—3" x— x—3" x—3"

lim f(x)= lim x>
x—>-2" x—>-2"

Pour que f'soit continue en 3, il fat&l suffit que 3a+b=11 ?2)
Le probléme revient donc a résoudre le gfst€mea
b=—

&

Par élimination, on obtient 5a¢ =15 donca=3.P /‘ =4+6=2.
.

4

Ainsi f'est continue sur R si et seulement si a =3 et #=

33



LE BILAN

Définition :
it / une fonction définie sur un intervalle ouvert I. On dit que f'est continue
@}msque sa courbe représentative <7 dans un repere du plan peut-étre
tgdCée d’un trait continu, c’est a dire « sans lever le crayon ».
Si lbe ¢7 présente « un saut » en un point d’abscisse xo, on dira que f'est
disco € en xo.

Reteno:{Sx

e On admet qu@e fonction admet une limite { en xo, alors cette limite

est unique.
e Soitf une fonctlo ur un intervalle ouvert / et x( un réel de /.

fest continue en x 51 ment si }1_{? f(x)=f(x,).

e Soient les réels q, b, c et
o Les fonctions du type x # ax’ +bx’ +cx+d sont continues sur R .

sont

cx +

o Sic#0etad—bc#0,les @dutype:xHax+b

continues sur chacun des intervalle — +oo{

e Soit fune fonction définie sur un intervalle ouve @enmellement

en un réel xo de 7 et { un réel.

lim f(x)=/ sietseulementsi lim f(x)= hm f(x) ;y

X=X X=>Xq

e Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / et x, €
)

fest continue en xo si et seulement si lim f(x)= hm f)=f(x,

XA)XO O
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} MOBILISER SES COMPETENCES

Situation 1

Un gymnase rectangulaire ABCD de périmétre 60 m dont le
revétement est réalisé a 1’aide de plaques carrées de taraflex

deedté Im. On range les plaques cote a cote sans les

@, r de fagon a couvrir la plus grande partie du

oy (?On fait varier les dimensions de ABCD tout en
t

gar le 5érimétre constant. Pour toute valeur x de AB on

associe mbre N(x) de plaques de taraflex. w
Ouvrir le fihi ymnase.ggb » et faire déplacer le curseur pour illustrer les variations du
nombre N(x) d ues en fonction de la longueur de AB.

1) Donner I’expr N(x) suivant les valeurs de x dans I’intervalle [0,30].

2) Etudier la co fq droite et a gauche en les entiers de I’intervalle ]0,30[ .

Stratégie de résolution O/’

A partir des expressions obtenue/ (x),x € [0,30], déterminer lim N(x) et lim N(x) ou

n est un entier de ]0,30[. /‘
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S'AUTO-EVALUER

H(_)CM et Vrai-Faux

1) Pour chacune des questions suivantes, quatre réponses sont proposées parmi
lesquelles une seule est correcte. Indiquer la lettre qui lui correspond.

A | B [ ¢ | Db |

Cx b Xt —3x-2 lim f()=2 | lim f(x)=0 | lim f(x)=—6 | /mapasdelimie
; _ . 1 . 1 f1’a pas de limite
lim f(x)=-2 - _ L p
a1 /() lxlgnl f) 2 1)51_13 S 2 enl
382l im p)==2 | limf()=-3 | fim )= | /Wapasdelimite
x—1six>1] ! ol x> 2 enl
- 1 , .
x-2 limf(x)=-1 | limf(x)=2 | limf(x)=1 | /0apas dle limite
Xl x>t x—1 en

L 4

2) Indiquer si les propositio&uivantes sont vraies ou fausses ou on ne peut pas
décider. -

Soit / une fonction définie sur un intervalle et a un réel de 1.
a) Si f'est continue en ¢ alors lim f(x) = f(a). @

b) Si lim f(x) = f(a) alors fest continue en a. 7/ ﬁ

¢) Si lim f(x)# f(a) alors fest discontinue en a. "

d) Si fest discontinue en a alors lim f(x)# f(a) ou lim f (x@a) .

S
&
C
D
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EXERCICES D'ENTRAINEMENT

Compléter la courbe représentative C pour qu’elle
représente une fonction continue sur I’intervalle [—4; 4] .

enl. Completerl
pour qu’elle soit suscepti

si x<-1

2x?
3x—1 si x>-1

Soit la fonction f:x {

1) Tracer la courbe représentative C de f'dans un
repére orthonormé.

2) Justifier graphiquement que f'est continue sur R.

Déterminer pour chacune des fonctions suivantes sa
limite en a.
I. f:x—>2x+1eta=3.

2. gix2x -3x-5eta=2.

3. hixxX—x+1eta=-2.

Déterminer pour chacune des fonctions suivantes son
ensemble de définition puis sa limite en a.

1. f:xl—)g eta=-1.
x

2. g:xl—)L eta=-2.
x+1

37

3) hix X1 eta=4.
x+2

Dans le plan muni d’un repére (O,;, ;) , C désigne

la représentation graphique d’une fonction f'définie
sur lintervalle |-2;2[.

1) Déterminer graphiquement
lim f(x)et lim f(x)
x—>-1" xo>-1"

Que peut-on dire de la limite de fen -1 ?
2) Reprendre la question 1) pour la limite en 1.

Etudier la continuité de de la fonction

f_x'_){(l—x)2 si |x|£2

X’ +x-5si |x|>2

r.dans chacun des cas suivants, la continuité
ion f'sur son ensemble de définition :

six<l1
sil<x<?2

six>2

b)f:xl—)sup(&x2+3x+l)
1 .
—— i
o)f x4 x @
1-x"si |x|£1

Soit @ un réel et f'la fonction défini

2x* +5x-7
x—1

si x=1

f(x)=

28

1) Simplifier I’expression f(x) pour x #1.
2) Déterminer linll f(x).

si x=1
a

3) En déduire la valeur du réel a pour que f
soit continue en 1



EXERCICES D'ENTRAINEMENT

si x<1

Soit a un réel et f la fonction définie sur R par :
x+1
f(x) =

En déduire la valeur du réel a pour que f'soit
@ue enl.

Soit a un réelfet fda fonction définie par :
( x+a six<0

f(x)= ; bx >0
Déterminer l’en@déﬁnition def.
Déterminer lim f( (xz
%/que fsoit

3—ax? si x>1

Justifier que lir? f(x)=2et linl} f(x)=3-a-

1)
2)

3)

Soit @ unréel et f la fonctlon définie par

/)= x+1

En déduire la Valeur du ré
continue en 0.

. 1
si-l<x<—
2

!
f(x)=ax’+2x si 5$x<1

Déterminer la valeur du réel a pour que f'soit continue
1
en —.

2

On considere les fonctions f'et g continues sur ]1; +oo[

f(x)=2etg(x)=i .

1) Déterminer 1i1121 f(x) et lin% g(x).

et définies par

2) a) Justifier que pour tout x € ]I, +oo[, ona:
2x—1
() =2
b) Vérifier que lin}( f+ g)(x) =3.
¢) En déduire que

lim(/+£)(x) =lim /() +limg(x) .

38

Soit la fonctions f : x > 2x° +7x—4. .
Soit un réel x,.

1) a) Justifier que f'est continue sur R.
b) En déduire que lim f(x) =2x] +7x, -4 .

2) On considére les fonctions u:x > 2x—1et

vixe x+4.
a) Vérifier que pour tout

xelR, f(x)=u(x)xv(x).
b) Déterminer 1i_1>n u(x) et li_En v(x).
b) En déduire que

lim (u X v) (x) = lim u(x)x lim v(x)
X—)JCO ]C—>X0 )C—}JQ]

3) Généraliser pour x, € ]I, +o0] .



MATHS & SPORT

La modélisation des mouvements de foule
revét un intérét particulier pour 1’architecture
rrains de sport.

nsi,dorstdes manifestations sportives, la
gestion afic des spectateurs vise a

optimis mps de parcours et éviter les
accidents d& situations de panique a
travers une me@ planification des
infrastructures. O

/\

Des mod¢les mathématique @ rivent la trajectoire de chaque individu en tenant compte des
interactions entre spectateurs ¢ a faciliter I’écoulement et minimiser les temps

d’évacuation. 0

L
@ pilote Philipe Massa perd le contrdle de
pnoplace dans la ligne droite des stands.
1 du Brésilien a alors heurté le rail

de s& ¢ avant de partir a la dérive dans le
virage 5-Dévote et de finir
Violemmew se dans le mur de pneus.
A I’'instant T de I’acci@ent, la monoplace de
Massa a parcouru ¢but de la
course une distance éga&tl_grl d(t)
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I) Limites de fonctions polynomes
IT) Limites de fonctions
homographiques

III) Limites et interprétation
graphique




Pour démarrer

Activité 1
Déterminer ’ensemble de solutions S de I’inéquation —3x+2 >10" .
tivité 2

. : 1 .
la¥fonction définie sur R* par f(x)=—. Déterminer I’ensemble des réels x tels que
X
f(x)>1

Activite

\Y

Q/ LE DOPAGE
I’Agence tunisienne antidépdge a lancé "n“s Mn b2

une compagne de sensibilisé
les milieux scolaires sur les

dopase N

La courbe ci-contre représente le taux
de produit dopant, en mg/l, présent dans
le sang en fonction du temps ¢, en
heures, écoulé depuis l'absorption d’un
produit dopant.

1) Au bout de combien de temps le
taux du produit dopant dans le
sang du sportif est-il maximal ?

2) Evaluer la quantité restante au 5N h

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 16 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27
bout de 18h. ;

3) A partir de quelle heure, la quantité du produit dopant restante dan
inférieure a 3mg/1.

sa
4) Que peut-on conjecturer sur la quantité restante dans le sang a long term ¢

Activité 4
Soit P la fonction définie sur R par P(x)=x".
1. Trouver un réel A, tel que si x > A alors P(x) > 10"

2. Trouver un réel B, tel que si x < B alors P(x) >10'°
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I) Limites de fonctions polynomes
Activité 1
@nsidére les fonctions affines f; et f> définies par f;(x)=2x—1etf,(x)=3-x.

cer dans un repére orthonormé (O 1 _]) les droites A, et A, représentatives de

n réel strictement positif.
mer 1’ensemble des réels x pour lesquels f,(x) > a.

b) Déte er I’ensemble des réels x pour lesquels f,(x) >a.
3. Soit b un ree@ ent négatif.
a) Détermin ex e des réels x pour lesquels f,(x)<b.
b) Déterminer I’ens &reels x pour lesquels f,(x) <b.
—

On dit que la fonction f, : x @met la limite +ooquand x tend vers +oo et la limite

—oo quand x tend vers —oo
On dit que la fonction f, :x+>—x+3 afu@‘ﬁmite —oo quand x tend vers +oo et la limite

+o0 quand x tend vers —oo

On écrit: lim 2x-1=+wet lim 2x-1=-0 % 3=-cetlim-x+3=+w.
X—>+o0 X—>-00 X—> X—>-00
= ‘ [,
J"i; Activité 2 @‘
On donne ci-contre la courbe représentative de la

fonction x > 2x°

1. Déterminer graphiquement 1’ensemble des réels
x pour lesquels :
o filx)>150.
o  f(x)>250.

2. Soit A >0. Justifier que f(x)>2A4 équivaut

A oux<(—\/2) .

On dit que la fonction f:x —>2x*admet la limite
+ooquand x tend vers +o et quand x tend vers —o |~ Une fonction polynome du second degré est

NG BT NOO NP

T T S S . |
-13-12-11-10-9 -8 -7 -6 -6 -4 -3 -2 %J, 1234567 01

On écrit : lim 2x = +oo et lim 2x2 = 400 toute fonction f'définie sur R par
’ X—>+00 X—>=0 ' 2 \
f(x)=ax"+bx+coua=#0
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Soit fune fonction polyndme du second degré définie sur R par : f(x) = ax’ +bx +c.

On admet que :

Si a>0, alors lim f(x)= lim ax’ =+ et lim f(x)= lim ax’ = +o
X—>—0 X—>—0 X—>+00 X—>+00

0, alors lim f(x)= lim ax’ = - et lim f(x)= lim ax’ = -
X—>—00 X—>—0 X—>+00 X—>+00

Le tableau & onne quelques valeurs prises Une fonction polyndme du troisieme

par la fonctlon x’ lorsque x prend des valeurs Ao Gt fouts ifvieiiion et eur I

_ 3 2 \
positives de plus en ndes et des valeurs par f(x)=ax’ +bx" +extd obaz0
négatives de plus en des en valeur absolue

On se propose de Verlﬁer n peut rendre x° aussi
grand que 1’on veut pourv sufﬁsamment grand.

1. Recopier et completer le de valeurs suivant :

x [ 1]5]10[20]10° |10’ 105M‘0‘2 =2 | -5]-10[-20 [ -100 | -10° | -10° | -10"

’ |

-

2. a) Peut-on déterminer une condition suffis ur X pour que 1’on ait x> >10" 2
b) Déterminer une condition suffisante sur x $x3 < (—1015 ) .
i

- 3
®on X = X" ]orsque x tend
Vers 400 puis vers —oo ?

On dit que la fonction f : x — X’ admet pour limite -+ooen oo e; po@ite —00 en —w

On écrit - lim x° = +w et lim x° = - :
X—>+0 X—>-0

Soit f'une fonction polyndme du troisiéme degré définie sur R <

par f(x)=ax’ +bx* +cx+d. A
On admet que :

Si a>0,alors lim f(x)= lim ax’ = - et lim f(x)= lim ax’ = +o
X—>—0 X——0 X—>+0 X—>+0

3. Que peut-on conjecturer sur le comportement de

Si a<0,alors lim f(x)= lim ax’ =+ et lim f(x)= lim ax’ = —o0
X—>—0 X—>—0 X—>>+0 X—>+0
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Il) Limites de fonctions homographiques

(=
(@ Activite 1

POl son entrainement, un cycliste effectue un trajet aller-
@ tre deux villes A et B.
A llgxa

Nsa vitesse est 30 kmh™'. On désigne par x sa vitesse
au rgfour et on note V(x) la vitesse moyenne du cycliste sur
I’ense es deux trajets.

60x
1) Justifiegque V(x)= )
x+30
2) Lecycl ¢cide d’améliorer ses performances en
augmentant 1 X au retour.
a) Reprendre éter le tableau suivant :
X  |35]40[4 5560 65[70]...] ... On appelle fonction
V(x) homographique, toute
fonction définie sous la
\ , . . . . forme :
b) Le mod¢le mathemathu&ulsant cette situation b
=222,
est géré par la fonction f: x> - cx+d
X ouc=0etbc-ad 0.
Que peut-on conjecturer sur f{x) lors end

des valeurs de plus en plus grandes ?
Ce modele mathématique suggere que la vitesse m

u
cycliste sur les deux trajets s’approche de 60 kmh™ q@gr&ente indéfiniment.
On note alors lim f(x)=60. @

Activité 2 &
Soit fla fonction définie sur |I,+oo[ parf(x)= Ll . Q:
x p—

1. Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant :

X 2 6 11 101 1+10° | 1+10° | 1&10"
f(x)
2. Vérifier que f{x) <10™*° pourvu que x>1+10%.
Plus généralement on a : A

Pour tout n e N*,0< f(x)<10™ pourvu que x >1+10".

1

On dit alors que la fonction f admet pour limite 0 en +co. On écrit : limm_l =0
X x_
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Activité 3

On considére la fonction fdéfinie sur R\{1} par f(x) = 201 .

x—1

Vérifier que pour tout x € R\{1},/(x)=2 +i.
x—

@ 1
%hquer alors que lim f(x)=2et lim f(x)=2.
RetenQ
. @ . ax+b
Soit une fonction Waphlque fixe .
cx+d
s

Alors lim f(x)=

€

g Activité 4 /®
Une balle de tennis est frappée au servie€. -
La distance séparant la ligne de servi
point d’impact de la balle est modéhse@
11,885h
h-0,95
fonction de la hauteur h de la frappe a partir du
sol. Le réel 11,885 désigne la longueur du
rectangle de service et 0,95 est la hauteur du
filet.
Si d(h)>11.885+6.4, la balle est déclarée

«out ».
La frappe de la balle est schématisée suivant la
figure ci-contre.
1. Donner quelques valeurs de h pour
lesquelles d(h) <18.285.
2. Que se passe-t-il lorsque la hauteur de

la frappe est assez proche de 0.95?
Expliquer.

suivant D’expression d(h)=

b

11.885m

d(h)
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Activité 5
On donne ci-contre la représentation graphique

de la fonction f'définie sur R* par f(x) = 2

X 307

@ intéresse dans cette activité au 21
oM po i

ent de f(x) lorsque x s’approche de 0. e

iner graphiquement I’ensemble
$€ls x vérifiant :

> TS -+ .

2. Vérifier que si
0<x<2x10 )ﬁy(x)>1o6

et que si
2x10° <x<0 al@x;« (-10°%)
Plus généralement on a pour t @ :
Si 0<x<2x10™" alors g>10" 2x10™" <x<0 , alors £<(—10”).
X )\ X
L

On dit alors que la fonction f:x+— 2 adﬂ@ur limite +oo a droite en 0 et pour limite -0 a
X

gauche en 0. On écrit : lim 2. +o0 et lim %
x—0" X x—>0" X 3
Activité 6 L
b
2

1. On considére la fonction f définie sur R\{3} par f (@

Pour étudier le comportement de f au voisinage de 3, posons x ==3 + h.
a) Expliquer que si x s’approche de 3 alors h s’approche de

b) Justifier alors que lim f(x) = lim 2 =+ooet lim f(x)= lim EQ
3+ h—0" h h—0" h

X—> x—3"

2. Soit g la fonction définie sur R\{3} par g(x) = X O

x—3"

[\

2

a) Vérifier que pour tout x € R\{3},g(x) =—1+ 3

X —

b) Expliquer alors que lim g(x) =+ et lim g(x)=—o0.
x—>3" X3
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Activité 7

2x-3
X+2
@te n(x)=2x-3etd(x)=x+2.
. BDéterminer I’ensemble de définition de h.
a) Etudier le signe de d(x).
lculer n(-2) et préciser son signe.

@ue lim h(x)=+0 et lim h(x)=—
Xx—>-2"

ax+b

Soit une fOHCthI@ raphique f:x— .
ﬁ cx+d

On admet que :

Sic>0etbc—ad>OaQ/ f(x) =+ hm f(x)=-

_)_,

Soit la fonction homographique h:x >

Sic>0etbc—ad <0 alors lim f(xs -0 lim f(x) =40

{5 @ (-3
Sic<0 etbc—ad >0 alors hm f(x) im f(x)=-o

_)_,

Sic<0Oetbc—ad <0alors lim f(x)=-o ) =+

H( ) H(_; ®‘
Activité 8

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son ensemble de d';u@)f et ses

limites aux bornes de Dy.

X+2 b) f, s X 1
2x—4 3

x-3
¢) fi:xmP d
) hix o ) & 2_3x A

a) f:xH
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lll) Interprétations graphiques

Activité 1

. . 1
s fonctions f et g définies sur R par f(x) = Exz et g(x)=x".

On dgsigne par . 7’ la parabole représentant / dans un repere orthonorme O,z, ]

1) @ or la parabole . 7. e
2) a @r lim f(x) et lim /(x). i
8500

8000

b) Calc&& lim L9 o fim L& b
e xoto  x 650

3) On donne c1- branche de la courbe i
représentative ded ¢ espondante a I’intervalle i
0.5 2

3000

a) Comparer cette bra courbe de gacellede I}

.7 lorsque x tend vers + i

500

g( )
b) Calculer lim =—— et lim £ ‘ a0

X—>—0 X—>+00 4000

‘9@ ),

Soit  une fonction polyndme de degré
supérieur ou égal a 2.

La courbe représentative de f'admet une
branche parabolique de direction celle

de (0,}') au voisinage de —o0 et +o0.

Activité 2
Pour tous réels non nuls a et b, on considere les fonctions f, et g, définies sur R par : A

f(x)=ax’ et g(x)=bx".On désigne par C, et I'; les courbes représentatives respectives de

f. et g» dans un repére orthonormé (O,Z j ) .
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1) a) Déterminer suivant le signe de @, lim f, (x) et lim f,(x).

b) Tracer une esquisse de la branche parabolique de C, au voisinage de —o0 et +o0,
suivant le signe de a.
Reprendre la question 1) pour la fonction gp,.

tivité 3

On congidete la fonction f définie sur

R\{-1} p@ _ 2l dont la
x+1
@Ve est ci-contre

courbe représ

donnée. S
On se propose daa activité oA
d’interpréter graphiqueré limite /
de fen —oo eten +oo. O ’

S
1) Ouvrir le fichier //
Asymptote H.ggb. 0

k=35
10
. 6 ﬂj’ A1, = 0.6667

6 L.

¢ S
P
0 .
2 8 10 12 14 16 NG 2

:
-24 =22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 - -2 ﬁ 2 A 4 6
i {
16 O
| A

49



’~ LE COURS

2) Soit D la droite d’équation y =2 .
Pour tout réel ke]—oo 1[ on associe les points A (k O) (k f (k))et P (k 2)

a) Déplacer le curseur kg pour faire varier les valeurs du réel k, abscisse du point Ay.
@ b)Quelle conjecture peut-on émettre sur la limite de la distance P, M, lorsque k tend

ers —oo ?
Austiﬁer que pour tout k € ]—oo; —1[,PkM L= —% . Justifier alors votre conjecture.
+

peut-on conclure quant au comportement de la courbe C par rapport a D ?

3) Pou ﬁl ke] 1+oo[ on associe les points 4, (k 0) (k f(k)) et ( )
1

a) Dépl e curseur kg pour faire varier les valeurs du réel k, abscisse du point A4 .
b) Montrer q ut kel-L+0[,P M, = 3 En déduire lim ——.
k+1 k—+o0 e +1

d) Conclure. O/
l@\ Activité 4 /
Dans le plan muni d’un repére orthogo

(0,1, ]) on considére la courbe represent@&
de la fonction g définie sur R\ par
3x-1
g(x) =

+3°
On se propose dans cette activité d’interpréter

graphiquement la limite de g a gauche et a droite
en -3.
En chargeant le fichier Asymptote V.ggb, on

obtient la figure suivante ou A est la droite Q:

d’équation x=-3.

1) Pour tout réel k € ]—5; —3[ , on associe les points 4, (k,O) et M, (k, g(k

a) Déplacer le curseur kg pour faire varier les valeurs du réel k, abscisse du peint 4
b)Justifier que lim A, M, =+o0.

d) Interpréter alors le comportement de la courbe C, par rapport a la droite A .
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S0 U 12
ky=-3.89 kg =-2.49

_———————

A = 16.6078

ApM; = 14.236

2) a)Pour ke ] -3; @acsr le curseur kq pour varier la position du point 4 .
b)Justifier que li

/f@ . En déduire le comportement de la courbe C, par

P o N
Définitions : @0
Le plan est rapporté a un repere (0,?,}‘) .
1) Soit 7/ un réel et f une fonction telle que ﬁ EEEEEEEER
li =0 [ o Jom =t
La droite D d’équation y =/ est appelée

asymptote horizontale a la courbe
représentative de /* au voisinage de —oo ( resp+).
2) Soit x,un réel et fune fonction vérifiant

au moins une des limites suivantes :
lim f(x)=—o0, hm f(x)=+o0,

X—)XO

lim f(x)=-o0 ou hm f(x)=+o0.

x—)xo B/
La droite D d’équation x = x, est appelée
asymptote verticale a la courbe représentative de f.

rapport a la droite A .

_
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Activité 5
Recopier et compléter le tableau suivant :
Fonctions | Limites Interprétation graphique
lim f(x)=-
g La droite d’équation x=-2 est
asymptote a C,
h O La droite d’équation y=2 est
asymptote a C,
T (x) -
Activité 6
Déterminer les asymptotes @ s a chacune des courbes représentatives des fonctions
suivantes :
3x 2
a) f(X)— b) g(x)= 2 c) h(x) =—-— d) k(x)= 2+—
+1 ys x+1 -2

-
Activité 7 @

La représentation graphique suivante est celle @ nction f'qui admet pour asymptotes les

/‘

droites (D):y =3 etA:x=3

- N P B OO N 0 O O
| I I I I I I I
T T T T T T T

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
13-12-11-10-9 -8 -7 6 -5 -4 -3 -2 —1(‘})” »> 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17@

24

Déterminer graphiquement lim f(x), lim f(x), lirgl f(x) et lim f(x).
X—>—0 X—>+0 x—>3" x—3"
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Enoncé 1

La représentation graphique ci-contre est celle
d’une fonction /.

A aide d’une lecture graphique, déterminer : ﬁ
@ »,  lim f(x),  lim f(x), EEEEEEEED !
J ey .y

li 1 x) et lim f(x)

123 4 5 6 7 8 9 101

Lol fon o & o

I )

En dé s asymptotes éventuelles a la
courbe de fi
Corrigé 1
lim f(x)=2, 1im@£ o, lim f(x) =+, limf(x)=0 et lim f(x)=3
x<-2 x>=2
Ansi la courbe représentati fadmet une asymptote :

e horizontale d’équatio ff au voisinage de —o0
e verticale d’équation x = -

e horizontale d’équation y =3 gu Wage de +o0.
L
Enoncé 2 @

On consideére les fonctions P et Q définies par =x"+x-6etQ(x)=2x"-3x-2.

1) a) Résoudre chacune des équations P(x) = f) 0.
b) En déduire une factorisation de P(x) et O(

2
2) Soit f la fonction définie par f(x)= +—X6 @
2x*—3x-2
a) Déterminer 1I’ensemble de définition de f.

b) Déterminer lim f(x), lim f(x) et lim f(x).

X—>—0 X—>+00 x—2 &
¢) Déterminer lim f(x) et lim f(x). O
x—;? x—)E : ’
Corrigé 2
1) a) X’ +x-6=0. A=1>+24=25. Don x'=%=—3 et x"= _1;5 =2. A

2x 3x-2=0. A=(=3)*+16=25. Doux—3—5=_71 et x" 315 2.

4
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b) P(x)=(x—-2)(x+3) et O(x)=2(x-2) (x + %j .

. . . . -1
2) a) fest définie si et seulement si 2x” —3x—2# 0, équivaut a x # > et x#2.

@%lsi I’ensemble de définition Dy de fest }—00,_?1[ u};,Z{ U]2,00] .
@I remarque que pour tout xe D, f(x) = (=2)(x+3) _ x+3 .

' 1 2x+1
2(x—-2)| x+ )

x+3 1 xt3 1 x+3
lim f(xyY= 1 =—, lim f(x)= lim =— et lim f(x)=1lim =1.
x—>—00 f( x@.k 1 2 x>+ f( ) x40 Ix+]1 2 x—>2 f( ) =2 2%x ]

¢) On étudie d’al(‘ igne de 2x+1et d’en déduire celui de
»T0

F3R-T4%

sur
2x+1

2x+1

b

-1 1 .
Lorsque x € }—00,7{ et tend vers 5 2x+1 tend vers 0 tou @an‘[ négatif, donc

2x+1
R . -1 1
tend vers —oo . De méme, si x € 7,+oo et tend vers _E , 2x+1 ten s: tout en restant
.. 1 , ) 5
positif, donc tend vers +oo . D’autre part lim x+3=—.
2x+1 x_,—?l 2
- . +3 . . +3
D’ou lim f(x) = lim al =—ow et lim f(x)=lim ol =400
x—>_71 x—>_71 2x+1 x—>_71 x—>_71 2x+1
x<F x<gh x> x>
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e Soit /" une fonction polyndme de degré inférieur ou égal a 3.

2

(@)

La limite de f en I’infini est celle de son monome du plus haut
degré.

La courbe représentative d’une polynome de degré supérieur ou
¢gal a 2 admet une branche parabolique de direction celle de I’axe

Q des ordonnées au voisinage de —oo et +00.
. @la fonction homographique définie par

O/ f()— c;tOetbc—aa’;tO

lim f .et hm f (x)=—. La courbe représentative de f
c

dans un% (0,;,;') admet une asymptote horizontale

a
d’équation y =— isinage de —o0 et +00,
q y== W inag

lim f(x)=z00 ett (x) =200 . La courbe représentative
d
s )

X
de f dans un repere 0,1,% une asymptote verticale

d’équation x =——

S
¢
&
A
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MOBILISER SES COMPETENCES

Situation 1]

ag source de rayon laser S placée sur l'axe (0,?) atteint une cible C placée sur l'axe (O,}')
par le point A(1,1) comme l'indique la figure suivante.

7 S(x.0)

Déterminer la position du p /l que x=2.
Déterminer la position du poin e y—

Vers quelle position extréme le po proche-t-il lorsque x devient trés grand.

A
Stratégie de résolution @
Exprimer y en fonction de x @@

Situation 2|
On consideére les fonctions f'et g respectivement définies sur@‘et R\ {—1} par

Fe) =" etg) = @

1) a) Calculer lim f(x) et lim g(x)

X—> 40 x—> 1 ’ &:
b) En déduire lim BAC

xX—> +0 f(X) + 1 < ,
2) a) Calculer hm1 f(x), hm1 g(x), lim1 g(x).
Y g vea

b) En déduire lim ——="— f(x)
o S () +1

3) Simplifier g( f (x)) et retrouver les limites de 1) b) et 2) b) .
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S'AUTO-EVALUER

Pour chacune des questions suivantes, quatre réponses sont proposées parmi lesquelles une
seule est correcte. Indiquer la lettre qui lui correspond.

A B C D
N1/ eiblg fonction définie | r) 0 | lim f(x) =400 | lim f(x)=—o0 | lim f(x)=3
paff x> x’ alors P o o *>—00
Si fe@nction définic | |im £(x)=0
2 x—>—20 lim f(x) =40 lim f(x)=-o lim f(x)=1
par f:ixHS — s x>0 x>0 P,
Si f'est la fonc efinie
3 1 lim f(x)=— lim f(x)=-o lim f(x) =+ lim f(x)=0
par f X X—>+0 X—>+0 X400 X0
2x-3
Si fest la fonction défini
4 lim f(x)=—- lim f(x) =+ lim f(x)=0
par f:x+— —— alors X3 X3 X3
x—
Si f'est la fonction défini
5 1/ estla fonetion définie lim f(x)=0 lim f(x)=-o lim f(x) =+
x—2" x—2" x—2"

par ;.,,, =2 alors
‘ 2x -4

Si f'est la fonction définie

6 3 lilg f(x)=—o &(x) = +00 1ir(1)1+ f(x)=3 liI})} f(x)=—4

par f:x+>=—4alors
x

rai-Faux

Indiquer si les propositions suivantes sont vraies ou fmk@ on ne peut pas décider.
S

1) La courbe de la fonction f:x+> x3 +1 admet une a d’équation y = 1.

2) La courbe de la fonction f:x H admet une asymptote uation x =

3) La courbe de la fonction f:x+>— 3 +4 admet une asymptote d’qu
X

4) Soit a et b deux réels et fla fonction définie par f(x)= Lbz . On note
ax

courbe représentative dans un repere (O,;, ;) . A

a) Pour toutes valeurs de a et b, C admet une asymptote verticale.
b) Pour toutes valeurs de a et b, C admet une asymptote horizontale.

c)Sia>0 etbh>0 alors hmf(x) 40 .

X*)
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EXERCICES D'ENTRAINEMENT

Déterminer les asymptotes éventuelles a chacune des
représentations graphiques des fonctions suivantes :
x+1 -1

byg:x s 3L
3x—6 81X 3

al)k:xr—>3+L

x+1 x—1

Associer des fonctions suivante a sa

représentation graphique :
a) fix— é
2

Associer chacune des branches paraboliques au voisinage

de +o0 a la fonction polynome correspondante :

1 3
b) g:x>2x——x*—=
) g 2 2

a) fix—2x" -3x—4

Associer chacune des branches paraboliques au
voisinage de —oo la fonction polynéme
correspondante :

b & N4 &b & A b

=)

a) fix—=x -1 b)g:ixt—>—x +x"+4x—4

On considére la fonction f définie sur R par
F(x)=ax® +2x% +1et vérifiant lim f(x)=
X—>—0

1) Montrer que a #0
2) Donner le signe de a.

S leﬁ x—3 .
1) a)Det or 1° ensemble de définition Dy de f-

b) De es limites de /’(x) aux bornes de
2) a) Justifi e pour tout xe D,

b) Retrouver alors (x) et lim f(x)
On considére la fonctions [ : x> C
“e

x—1
2) Calculer lim f(x) et lim f(x).Interpréter le
x—1~ x—1"

courbe représentative dans un repére orth
1) Calculer lim f(x)et lim f(x).
X——00 X—>+00

résultat.
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=~ EXERCICES D'ENTRAINEMENT

On consideére la fonction f: x>

1
et C sa courbe
x —

. +1 .
Soit f 1 x ge: C sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (0, i, J
Déterminer a et b sachant quegles droites y =1 et x =1

sont deux asymptotes a C. o r's
1

2 J—
Soit la fonction f: x> 20 #3x-l .
x+1

On note u(x)=2x*+3x—-1 et v(x)=——. ¢ @‘
x+1

1) Déterminer lim u(x) et lim v(x).

2) a) Montrer que pour tout x = 0, f(x) = — 1
1+— L
X -
. . . 1 . 1
b) Déterminer lim 2x+3—— et liml+—.
X—>—0 X X0 X
¢) Que peut-on déduire sur lim f(x) ? &

3) Procéder de méme pour déterminer lim f(x).
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MATHS & SPORT

«Dans tous les sports, vous pouvez voir que
les records sont en train de plafonnery,
e Steve Haake, directeur du Centre
echerche en ingénierie sportive de
v > britannique de Sheffield Hallam

Certes, thlétes continuent encore de

battre d ds, mais les marges de

progression@duisen‘[ énormément.
0 9 secondes 58 : UN RECORD DU 100 METRES IIE“IFIF?‘

: /‘ Ainsi, le record du saut en longueur masculin

tenu depuis 1991, celui de la perche masculin
remonte a 1994 et les performances en
natation sur courte distance sont réparties a la
baisse depuis l'interdiction des combinaisons

intégrales spéciales en 2010

%on ses calculs, les athlétes ont atteint 99%
a

@r potentiel dans les limites naturelles de

iologie humaine.

D'ici 2027, la moiti¢ des 147 disciplines sportives étudié!s it touché leur limite, estime-t-
on et les records ne pourront pas étre améliorés de plus de 05 -dela de cette date,
indique le modeéle mathématique congu par Geoffroy Berthelot.&

S
¢
Q
A
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Dérivation et applications

Sommaire A

1)
2)

3)
4)

Nombre dérivé
Interprétation graphique
du nombre dérivé
Fonction dérivée
Applications de la
dérivation



Pour démarrer

Activité 1

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,;,}') ,

ong tracé les droites Dy, D,, Ds. Sy anw
c re graphique, déterminer les coefficients . .

dizeCte e chacune des droites, D;, D,, Ds. AR

ActivitQ

Construire %lan muni d’un repere orthonormé (O,;,}') les droites Ay, Ay et As de

2
coefficients dlrecteusctlfs —1,2 et g et passant toutes par le point A(1,1).

Activité 3
Etudier le signe de chacune d @ns suivantes :
a) fix>2x+3. b) g:x—1-3x
¢) hix>x —3x—4 /‘ w ) kx> -2x7+x-1

7
S

QO
“a
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~ LE COURS

I) Nombre dérivé
Activité 1
d une course contre la montre, la distance
d’un cycliste sur un trajet plat,
km est donné selon 1’équation
s ante : d(t)=0,02f" ou ¢ est

expnm
erda d1stance parcourue au bout

a) 30 m

b) 60 mn.
2. Calculer la vi yenne du cycliste

entre les instants#| =30, mn et 1, = 60

.

mn.
3. Déterminer la vitesse M

cycliste sur chacun des i s de La vitesse instantanée d’un
A ‘tserppz [3 0"}51] et[3 0’13 5] o mobile a I’instant # est la

- Soitfrunreelnon nu - limite lorsque /4 tend vers
a) Vérifier que d30+h)- d(30) ) zérode la vitesse moyenne

h
d(30+h) d(30)

de ce mobile entre les

@ S instants £ et fo+ A.

b) En déduire %lim
Activité 2
On considére la fonction fdéfinie sur R par f(x)= X +1. @

1. a) Justifier que pour tout x € R\{2 =x+2. Q:
. -2
b) En déduire lim? D=/ @) ( )
x—2 x—2

) 2+ - 12
2. Déterminer klirolf( al h) oAt ).Conclure. c
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Définition:

@)‘it fune fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de L.

it que f'est dérivable en a, s’il existe un nombre réel 7, tel que :
flath)-f(a) _,

a —a h
Le r@ alors appelé le nombre dérivé de f'en a et il est noté f '(a).

st
Activité 3 O
1) On considére la fon définie sur Rpar f(x)= X -3.
f@-£Q) _
x —
b) En déduire que fest déri le?% etque 1'(2)=4.
LS
1
2) Soit g la fonction définie sur R\ {@r (x)= —3
x p—
n-g@)_ -1
1+h°

¢ P0-1@

=/ ou encore lim
h—0

a) Montrer que pour to #2,0na x+2.

a) Montrer que pour tout réel 7#0, on a @

b) En déduire que g est dérivable en 4 et que g'( 51,

b

Activité 4
Montrer que chacune des fonctions suivantes est dérivable en x&éterminer son nombre
dérivé en x.

a) f(x)=3x-2x,=1 b) g(x)=x"-2x &1.
d) k(x)=x";x,=0.

2
C) h(x)=m;x0 =-2. O

Il) Interprétation graphique du nombre dérivé :
Activité 1

1
On considére la fonction £ définie sur ]0,+oo] par /(x)=—.
x

65



=7~ |E COURS

1. a) Construire dans un repére orthonormé (O,Z}') la courbe représentative C de f.

b) Placer sur C les points 4 et B d’abscisses respectives 1 et 3.
c¢) Déterminer le coefficient directeur de la droite (4B).

@ Pour tout réel /€ ]—1, +00[, on considére le point M (1+h, f (1+h)).

. . 1
) €onstruire les droites (AM) pour h=1leth= 5

trer que le coefficient directeur de la droite (AM) est ——

1+h
c) Justi&&ue lingw =-1.

3. a) Détermine@u'on de la droite D passant par A et de coefficient directeur -1.
0

b) Construire la (@
¢) Que peut-on con }} a la position de C et D?

Définition :
Soit f une fonction définie sur un infe(ﬁﬁuvert Iet ael. On désigne par ~ sa

courbe représentative dans un repere ( )

Si f'est dérivable en a alors la droite D passan@A a,fla)) et de coefficient directeur
f’(a) s’appelle la droite tangente & ~ en A.

Activité 2 @

Déterminer dans chacun des cas suivants le coefficient directeuu&a te tangente a la
courbe représentative de la fonction fau point d’abscisse xj.

a) f:x|—>2x—l;x0:\/§. b) f:x|—>—2x2+1;xgz.

c) f:xb—)%;x():O. d) f:x—x'x,=2. O
X

Activité 3 A

Dans chacun des cas suivants, %~ désigne la représentation graphique dans un repere

orhonormé (O,;,;') d’une fonction f dérivable en un réel a et A est la tangente a % au point

A(a, f(a)). Déterminer graphiquement le nombre dérivé de fen a.
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Activité 4 %
On donne dans la figure ci-contre la courb %‘

représentative de la fonction f :x>X et les droites
(4B) et (CD), dans un repére du plan.
1) Ladroite (4B) est-elle tangente a Z ? Justifier.
2) Ladroite (CD) est-elle tangente a Z7? Justifier.

Retenons :

Soit f une fonction définie sur un intervalle
ouvert I et a € /. Si fest dérivable en a alors la
droite tangente a la courbe représentative C de f

en 4 a pour équation : y = f'(a) (x—a) + f(a)
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Activité 5

On considére la fonction f définie sur R par f(x)=x"—4x+3 .

0 ner une équation de la droite tangente a la courbe représentative de / en chacun des

. (0,£(0)),B(2,£(2)) et C(3,/(3)).

I t|on dérivée

@yom

Activité 1

On considére la fonc%éﬁnie sur R par f(x)= bl

1) Calculer f'(1)etf
2) a) Soit X, un réel. JuStl(l our tout X#X,,ona ——————— ACTRAC O) =X+X,.

X=X,

b) En déduire que fest derlvable etque f'(x))=2x,.
3) Déterminer f '(\/5 ) . 0
On dit que f'est dérivable sur R et que pour tout rc@'ﬁf f(x)=2x.
S

Définition : @
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert 7 . 0
On dit que f'est dérivable sur / lorsque pour tout x de /, fest dér@ en x.

Dans ces conditions, la fonction qui a tout x de 7 associe le nombre @€uve £(x) est
appelée fonction dérivée de f et on la note f” -
f'iI—>R O
x = f(x)
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’~ LE COURS

On donne dans le tableau suivant les fonctions dérivées de certaines fonctions :

Fonction Fonction dérivée f~ Intervalle(s) de dérivabilité
c un réel donné, x = ¢ x—0 R
W deux réels donnés, x — ax+b X a R
% X+>2x R
X x > 3x° R
1 -1

X — J-o0,0[ et 0,40

X x*
1 -1
b un réel do X

(x—b)2 ]—OO,b[ et ]b,+00[

2) OPERATION ;{‘ FONCTIONS DERIVABLES
Nous admettons les résulta
esssur un intervalle ouvert /.
&érivables sur/etona:
Dérivée d’une somme

Soit u et v deux fonctions déri
Les fonctions u+V,ku (k € R) UV
R ) A
Dérivée d’un produit par un réeis(
Dérivée d’un produit

(u+v)'=u'+v'
ku)vzkuv

v
Si de plus v ne s’annule pas sur 7, alors les fonctions — ekoni dérivables sur /eton a :
v

3-8

Dérivée de ’inverse

Dérivée d’un quotient

Activité 1
Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :
1
a) fix—x+—. b) g:(x):—x+x
X

c) k:xl—)(x—l)(x2+x—1). e) k: x|—>(x +x— 1

3
d) h:
) xl—)zx ) h:x

2 vl Ulled
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7~ LE COURS

IV) Applications de la dérivation

1) DERIVEE ET SENS DE VARIATION

@lwte 1
enté dans un repere (O,;,}') la fonction f 2

deﬁme f(x)——x ——x -2x. B
. Parl é h1que donner le sens de variation 5 4 o K 1z LY
def surc n des intervalles ]—00,—1[,]—1, 2[ et A\ ‘
2.4+ |
2. a) Déterminer poux‘ € R , (%) o

b) Déterminer le 51gn w R,
¢) Quel rapport peut-on éta tre les

variations de f et le signe d

-
Activité 2 @

4T
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LE COURS

3 4 5

%

O/‘ C, G
O L 4

Théoréme (admis)
Soit /" une fonction dérivable 9& intervalle I.

La fonction f est constante sur I, si etgcu t si, pour tout x dans I, f''(x)est nulle.
La fonction f'est croissante sur I, si et s t si, pour tout x dans I, f'(x) est
positive. &

La fonction f'est décroissante sur I, si et seulen@iﬁour tout x dans I, f'(x) est
RS

négative.
Activité 3 &

Déterminer le sens de variation de chacune des fonctions suivantes :
X 2

a) fix>2x°—8x-5 b) gixx +
c) h:(x)=x3+x+1 d) k:x— xs,xe ,+ooO
x_
e) h:x+—>3x+1,xe}—oo,l[
2x— 2

28
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LE COURS

2) DERIVEE ET EXTREMA

Activité 1
nne ci-contre la représentation graphique de la

iod)f définie sur R par f(x)=x"—3x>+2
a),Déterminer graphiquement le réel a en lequel f

@ t un maximum local.
b o A

b) Calculer f,

/\
%

Théoréme

Soit f une fonction dérivable s ntervalle ouvert / et x un réel appartenant a /

Si fadmet un extremum en x, alors %‘Q
Activité 2 @/\

Le plan est muni d'un repéere (O,Z}') .On donne ci-desso

et C, respectivement des fonctions fet g, dérivables sur R.

A
Y
4

—.

-'2.1\*.éé21
1
-1

72
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7 |E COURS

1) a) Déterminer graphiquement les réels « et S en lesquels f'admet respectivement un

minimum et un maximum.
b) Dresser le tableau de signe de f''(x).

2) Reprendre le travail pour la fonction g.

T@ne

Soit nction dérivable sur un intervalle ouvert / et x un réel appartenant a /
Sif's’ en xoen changeant de signe, alors fadmet un extrema local en xy.

1) TABLEAU D@‘AHON
Le signe de la dérivée d* ction, I’étude de ses variations et le calcul des limites aux

bornes de son ensemble de peuvent étre synthétisés dans un tableau, dit Tableau de
variation. }

Activité 1
Justifier que le tableau ci-dessous : 4 -
-
—1
|
|
0

xr —0C

|
|
(=) + +
|
3 +oc
CRERN X
- —1
est le tableau de variation de la fonction f'définie sur R par: f(x) = &:

Activité 2
Le tableau suivant est le tableau de variation d’une fonction f. O
x | —oc 2 +oc
f'@ - - A
1 +oc
@ I
—oc 1
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7 L E COURS

1) Laquelle parmi les fonctions suivantes est associée au tableau de variation ci-dessus ?

a)f:x|—>3_x b)f:xHx_1 c)f:xl—>x_2
x-2 x—=2 x-3
Dresser le tableau de variation de la fonction u : x x_—l-;)
X+

Soit la @on définie sur R par f(x)=2x’—3x* -2 . On désigne par C, sa courbe

représentat un repere (O,f,}').

1) Dresser Yeftableau de variation de f.
2) A Tlaide du @ de variation, indiquer en quel(s) point(s) Cr coupe I’axe

(0). /‘O )
Activité 4 /
S

Soit f'une fonction définie sur [-4 , 4] dsntG‘

courbe représentative est donnée ci-contre. @

Associer a la fonction f* la représentation @

graphique de sa fonction dérivée parmi les
courbes suivantes :

8 7 6 5 4 3 -2 4
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7= EXERCICE RESOLU

] J.; e

Enoncé :

Le plan est rapporté a un repére (O,;,}') . Soit la fonction f:x > x’ —3x +3x—-2.

ésigne par Z sa courbe représentative.
) Calculer f°(x) puis étudier son signe.
ﬁresser le tableau de variation de f".
c

a fonction f* admet-elle un extrema local ?

2) iner le point d’intersection de & avec 1’axe (0, }) et donner le coefficient

direCtgtir @8\la tangente en ce point.
3) Vérifier e & :ouge I’axe (0,;) au point d’abscisse 2, puis déterminer I’équation de

la tangente a Womt
4) Déterminer les absc de§ points de Z’en lesquels les tangentes ont pour coefficient

directeur le réel 6. /
Corrigé

1) a)festdérivable sur R et (x)ﬁ —6x+3=3(x- 1) Pourtout xeR, f'(x)>0.
b) hm f(x)= hm x’ =—o0; lim f & Comme f'(x)>0 sur R, alors fest
S

X—>+0

croissante sur R . D’ou le tableau de

a —

1
:
Y 4+ 0
Il

1 -

c¢) Comme /' s’annule uniquement en 1 sans changer de s@ alors /' n’admet pas

d’extrema
2) La courbe & coupe (0,}') en A(O, —2) Latangente a Zen 4 a uatlon

y=f'(0)x+f(0)=3x-2. Q
3) Comme f(2)=2"—-3x2+3x2-2=0, alors Zcoupe I’axe O] au

La tangente a Zen A a pour équation y = f'(2) (x 2)+ f(2)=3x-6
4) f'(x)=6 équivaut (x 1) =2 équivaut x = 1+v2 oux=1-2

Les tangentes a %’ en chacun des points d’abscisses respectives 1+ V2 et 1-+/2 ont
pour coefficient directeur le réel 6.
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LE BILAN

Soit f'une fonction définie sur un intervalle ouvert / et @ un réel de 7. On

désigne par € sa courbe représentative dans un repére (O, i j) .

@o On dit que f est dérivable en a, s’il existe un nombre réel 7, tel que :
S~ f(a) fla +h) fla_,
xX—a xX—a
el l, est alors appelé le nombre derlve de f'en a et il est noté f'(a).
derlvable en a alors la droite D passant par A(a,f(a)) et de

irecteur /’(a) s’appelle la droite tangente & % en 4.
L’équa e la droite tangente & ~ enAd est y=f '(a)(x a)+ f(a).

e On dit que f@lvable sur / lorsque pour tout x de /, f'est dérivable en
x. Dans ces iffens, la fonction qui a tout x de / associe le nombre
dérivé f7(x) est a p ngtlon dérivée de fet on la note f” -

I—R
//( = f(x)

e Soit fet g deux fonctlons sur un intervalle ouvert /, alors :
o f+g,1§f(k€R),f><g soﬁ}@fnles sur / eton a
(f+g)=r+g, (kf)'= (d'% )'=fxg+fxg'
o Sig(x)#0sur/ alors — et = sont @h essur/ctona

(- o 2]
g g g g’

e Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /. Q
o f'est constante sur /, si et seulement si, pour tout x dans I

(x)=0

o fest croissante sur /, si et seulement si, pour tout x dan@ )>0 .

o f est décroissante sur /, si et seulement si, pour tou s 1,
f'(x)<0

e Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert / et x, € / ‘ )

o Sifadmet un extremum en xo, alors f'(x,)=0.
o Si f' s’annule en Xxp en changeant de signe, alors f admet un A

extrema local en x.

= { ou encore £1m
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MOBILISER SES COMPETENCES

Situation 1

Une sprinteuse court le 100 m en gardant son accélération constante, suivant I’équation

25 ,

ire d(t)= —t
% le est la vitesse instantanée de la sprinteuse a I’instant 7 = 5s.

éterminer le temps mis par cette sprinteuse.
onner sa vitesse a I’arrivée, arrondie au centiéme.

Situati

Soit f la foncti@ﬁme sur ]0,+o0[ par f(x)=—.On désigne par .# sa courbe

1
X
représentative dans Q orthonormé ( )

1) Tracer la courbe %/
2) Montrer que pour tou f de /# , I’aire du triangle OAB est constante, ou B est le

point d’intersection de la te a %‘ en A et I’axe (O,i ) .

Stratégie de résolution
e Déterminer en fonction de a une éq y la tangente a »#en A.
e Montrer que le point B a pour coordonn:

e Calculer I’aire du triangle OAB. Conclure !

Situation 3

Sur I’écran du jeu vidéo que montre la figure ci-contre, on 0
trouve un avion qui descend de gauche a droite en suivant une

trajectoire &#°d’équation y =2 + 2 et tire a partir du point 4
X

de &# un missile selon la tangente a & en direction des cibles
placées sur I’axe (Ox) aux abscisses 1, 2, 3 et 4.

En quels points de &#°, ’avion doit-il tirer ses missiles pour
atteindre chacune des quatre cibles.

Stratégie de résolution

e Déterminer une équation de la tangente a -#” au point A d’abscisse a.
e Déterminer a pour que la tangente a #” en A4 passe par les cibles, une a une.
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S'AUTO-EVALUER

Pour chacune des questions suivantes, quatre réponses sont proposées parmi lesquelles une
seule est correcte. Indiquer la lettre qui lui correspond.

A B C D
=
-3 3 +00
2 -1 1 2
3 f0)=-1 f'(0)=0 f'0)=1
= /‘
4 | f(x)=x’+3x-4 S'(x)=2x= (x)=2x+3 f(x)=x+3 f(x)=x"+3
3x+2 oy = 12X Ly 2x-13 ) 13 (py— 13
5| g(0=73 g'(x) (Ze-3) @ — | gW=g 5 | & (263
La dérivée f” de . B N\ N4 . ) ' _
6 fixb> x(2—x) est Sflix—> -1 AR A,f x> 2-x flixH>2-2x

Indiquer si les propositions suivantes sont vraies ou fausses o

b
QA‘
ne peut pas décider.

1) Le coefficient directeur de la tangente en tout point de l’hyperbol@uation y= ! ,

X
est strictement négatif. s )

2) La dérivée d’une fonction polyndme du second degré est une fonction a .

3) Ladérivée d’une fonction homographique est une fonction homographique. :

4) Siune fonction fest dérivable sur R et admet un extrema en xg alors f'(x,)=0.

5) Siune fonction fest dérivable sur R tel qu’il existe x, € R, f'(x,) =0 alors fadmet

un extrema en xg .
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EXERCICES D'ENTRAINEMENT

1
En utilisant la définition du nombre dérivé, déterminer pour
chacune des fonctions suivantes son nombre dérivé en a.

x> 2x-3; a=-1 b)f:x|—>—3x+\/§; a=+2

‘L a=2 d)f:xl—)%xz—x+l;a=1

e)f ¢ |—>O3x; a=-2 f)f:xH—%x3+l; a=-3
2

En utilisant la%du nombre dérivé, déterminer pour

chacune des fonct ivantes son nombre dérivé en a.

a)g: xl—)—;a—l b)go —;a—
(A/“ 2x-1
gOi?, :
X+
+1 1
ca=-2 = =—
I g:x > 0 5

X
e)g x>
X

Déterminer pour chacune des fonctions suﬁes S

fonction dérivée. @

Df x> 2x+5; 2)f:x|—>x/5—2x

3)f x> x +3x—1; 4f x> x’ -2x"+2x-3
2x -1 2—x

5 fixH>———; 6)f x>

Ve ixe s

4|
Dans chacun des cas suivants, déterminer I’ensemble des
réels a tels que f'(a) =1.

Dfixsxs  Dfixeor Hfixe L
X

A f x> xP+3x-1; SYf x> x —2x" +2x-3
6)f x> 2221 IS ix > 22X
2x-5

B 2x+1
5

En utilisant la définition du nombre dérivé, calculer
chacune des limites suivantes :

(x2+x—1)—1 (x3—3x2+x+4)—2
) lim——— . 2) lim
x—-1 x—1 x—2 x=2
[ 22j_2 (2x+11j_3
x—3 x—3 X_’Z x+2
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o
On considére les fonctions :
fix xt+2x+5 et gix> x’ —3x" +3x-1
1) a) Déterminer la fonction dérivée f “ de f.
b) Déterminer le réel a tel que f'(a)=0.
c) fadmet-elle un extrema en a ?
2) a) Déterminer la fonction dérivée g “de g.
b) Déterminer I'unique réel b tel que
g'(b)=0.
¢) g admet-elle un extrema en b ?
1
On considére la fonction f'définie sur ]O, +00[ par

1
f(x)=—
x
On donne ci-dessous la courbe représentative C,

de f'dans un repére orthonormé (O,Z;’) et les

tangentes A,,A, et A; a Craux points d’abscisses

respectives 1 ;2 et —

Par lecture graphique, déterminer :

f@ f(l),f(Z)af'Gj,f (1).etf ( /0



"7 EXERCICES D'ENTRAINEMENT

On donne ci-dessous la courbe représentative C d’une | Donner I’équation de la tangente a chacune des
représentations graphiques des fonctions suivantes au
point d’abscisse a.

a) fix>-2x"+3; a=-1

b) fix3x"—12x+5; a=1

) fixx*-12x+5 a=1

Soit la fonction f:xH>

fonction f'dérivable sur R.

3x
2x—1"
On désigne par C sa courbe représentative dans un

repére orthonormé (O,Z;’) .

Montrer qu'il existe deux points My et M, de C ot les
tangentes ont pout coefficient directeur -3.

// Soit la fonction f:x > x* +2x* —4x+5.

0 On désigne par C sa courbe représentative dans un
. ) . repére orthonormé (0,;,}).

Les tangentes a C aux points A et B sont paralle%‘ - ) .

’axe des abscisses et la droite (EF) est tangente’a 1) Expliquer pourquoi C admet une tangente en

enE. chacun de ses points

1) A partir de I’observation du graphique, donner : Trouver les abscisses de tous les points de C en
a) f(=1); f(0) et £(1). @quels }a tzfm'gente est:
by £l £() et £10). paralléle a 'axe des abscisses. ,
¢) Le tableau de variation de f. A pﬂe a la droite d'équation y =3x+ 5

2) On admet que la fonction f'est telle que pour -
tout x € R, f(x) = x* + px +¢ . On se propose de ”ﬁ’l @
déterminer les réels p et g. " @
a) En utilisant les coordonnées du point £, Déterminer le sens riation de chacune des

de f(x). 2x-1
¢) Retrouver alors 1’équation de la tangent a C 4—x

! en E.

N hixs X +2x7 +x+1; kix

déterminer le réel g. fonctions suivantes :
b) Déterminer le réel p puis donner 1’expression 1) fix+>2x+5; ) : v xt=3x—-4

) ) ] ) En utilisant les opérations sur les fonetion rivées,
Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert I et | gaterminer pour chacune des fonctions gflivantes” s
a un réel de 1. On suppose que fest dérivable en a. fonction dérivée :

Dans chacun des cas suivants, déterminer I’équation 1 1
de la tangente a la courbe représentative de f'au point | 1) f(x) =2x+—; 2) g(x)=2x" ———
d’abscisse a. 2x -
aya=2  f)=3 f@=1 ) h(x)=x' +F 1 4y k() =t
x—1 x x+1

by a=-2  f(-2)=-1 f’(—2):—%
¢) a=3 f3=2 f'3=-2
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En utilisant les opérations sur les fonctions dérivées,
déterminer pour chacune des fonctions suivantes sa
onction dérivée :

2014
X

2015x +

3)h:x )
4 kx> (2 S dx+3).
S)u:xH(XZQI
x

(2x—3 /‘
6)v:x|—>i. O .

x-3 /
Soit la fonction f:x > x° +x etCsam(@

représentative dans un repére (O, I,j

1) Montrer que f'est impaire.

2) Etudier le sens de variation de f.

3) Déterminer une équation de la tangente D a C
en O.

4) Etudier la position relative de C et D.

Soit la fonction f:x > x> —4x+1. On désigne par C
sa courbe représentative dans un repére (O,;,}')

1) Déterminer f'(x) pour tout réel x.

2) Soit A4 le point de C d’abscisse 0. Donner une
équation de la tangente D a C en 4.

3) Déterminer un point B de C tel que la
tangente a C en B a pour coefficient directeur
2.
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MATHS & SPORT

000 00!

La relation performance/espérance de vie
peut étre modélisée par une relation
simple dont la courbe représentative dite

olirbe d’espece est donnée ci-contre.
@ courbe  décrit les  vitesses
en %s lors de I’épreuve du 100

meteS féminin en fonction de 1’age des
champi .

Vitesse (m/s)
o - N w S [3,] (] ~ (o] ©

0 20 40 Age 60 80 100 120

On constate l@mum réalisé environ a I’age de 30 ans par Florence Griffith-Joyner
(actuelle détentrice dugecord du monde)

. y A partir dek “maximum individuels, il est
[/ N\ -

N N enfin possible, épreuve sportive donnée,

i /] N de prévoir 1’évolution, future des records de cette

/ // N \\ discipline (courbe rouge).

1] NN &

A N\ N\

"1 NN O

1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040 2050 2060
Années
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